
Integrali di superficie

Esercizio 7

Calcolare il flusso del campo
−→
F (x, y, z) = xy

−→
i 1 + xy

−→
i 2 + z

−→
i 3

attraverso la superficie

S :





z = 1− x2 − y2,

z ≥ 0

Passo 1: rappresentazione cartesiana di S. Ot-
tengo la rappr. cartesiana esplicita di S impo-
nendo

0 ≤ z = 1− x2 − y2 ⇒ x2 + y2 ≤ 1,

quindi

S : z = f(x, y) = 1− x2 − y2,

con (x, y) ∈ T =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1

}
.

Passo 2: versore normale a S. Si ha




∂f
∂x(x, y) = −2x
∂f
∂y(x, y) = −2y



da cui

−→n =
1√

1 + 4x2 + 4y2

(
2x
−→
i 1 + 2y

−→
i 2 + 1

−→
i 3

)

Passo 3: calcolo il flusso. Quindi

∫∫

S

−→
F · −→n dS

=
∫∫

T

−→
F (x, y, f(x, y)) ·

(
−∂f

∂x

−→
i 1 −

∂f

∂y

−→
i 2 + 1

−→
i 3

)
dxdy

=
∫∫

T

(
xy, xy,1− x2 − y2

)
· (2x,2y,1) dxdy

=
∫∫

T

(
2x2y + 2xy2 + 1− x2 − y2

)
dxdy



• Osservo che T è simmetrico rispetto a en-

trambi gli assi e



(x, y) 7→ 2x2y dispari in y,

(x, y) 7→ 2xy2 dispari in x,

quindi
∫∫

T
(2x2y + 2xy2) dxdy = 0

• Passando alle coordinate polari (T è un disco

chiuso!), calcolo

∫∫

T
(1− x2 − y2) dxdy =

∫ 2π

0

(∫ 1

0
ρ(1− ρ2) dρ

)
dϑ

= 2π
∫ 1

0
(ρ− ρ3) dρ

= . . . =
π

2
.


